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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Zustandssumme und bendétigte Groflien

Unter der kanonischen Zustandssumme versteht man die Summation iiber alle
moglichen Mikrozustédnde.

N
_B,
Z=Y et =Spe M pg=_—
i=1

Sie ist eine fundamentale Grofle in der statistischen Physik. Von ihr kénnen viele
wichtige Groflen abgeleitet werden.

e Wahrscheinlichkeit fiir Zustand i: P; = %e’Eiﬁ

e freie Energie: F' = —kgTInZ

e Magnetisierung: M = _g%

i it y — _ OM
e magnetische Suszeptibilitit: x = — g7
e spezifische Wirmekapazitit: ¢ = %

1.2 Phaseniiberginge

Die Phase ist eine mogliche Zustandsform eines makroskopischen Systems im
thermischen Gleichgewicht. Unterschiedliche Phasen duflern sich in unterschied-
lichen Werten makroskopischer Observablen.

Beispiele:

e Dichte (H20)
e Magnetisierung (Nickel)
e clektrische Leitfihigkeit (Y BasCuzO7)



Mit einem Phasentibergang verbunden ist ein kritischer Bereich einer Variablen,
in dem sich die Phase dndert. Man unterscheidet Ubergénge erster Ordnung
(diskontinuierlich) und Ubergiinge zweiter Ordnung (kontinuierlich).

e diskontinuierlich: Unstetigkeit in erster Ableitung eines thermodynami-
schen Potentials

e kontinuierlich: Stetigkeit der ersten Ableitung, Unstetigkeit der zweiten
Ableitung (Bsp: Magnetisierung - Suszeptibilitéit)

1.3 Kritische Exponenten

In der N&he eines Phaseniibergangs beobachtet man das gewisse physikalische
Groflen Potenzgesetzen gehorchen. Diese Exponenten beschreiben wie die phy-
sikalischen Groflen nahe T divergieren.

e Magnetisierung M ~ |T — T¢|?
o spezifische Warmekapazitét ¢ ~ |T — Te|®
o Suszeptibilitdt x ~ [T — Te| ™7

Anmerkung:

Kritische Exponenten sind zu einem hohen Grad universell, d.h. sie hingen nur
von fundamentalen Parametern wie Dimension, Reichweite und Struktur der
Wechselwirkung ab, nicht vom Modell selbst. Damit lassen sich Universalitéts-
klassen definieren.

1.4 Idee des Ising Modells

Ein Modell fiir magnetische Phaseniibergénge.

Modellannahmen:
e d-dimensionales periodisches Gitter, d = 1,2, 3

e permanentes magnetisches Moment mit 2 Einstellmoglichkeiten an jedem
Gitterpunkt
Hi = ,LLSIL' Si =41 Vi

e lokalisierte Momente wechselwirken miteinander, Kopplungskonstante sei

2

Dann lautet die Hamilton-Funktion:

H=-> J;S:8;—uBo Z S;  (i,7) = néchste Nachbarn im Gitter, B = (0,0, By)
) 7

(4,3



Man erahnt: (J > 0, Ferromagnet)

e T —0:
— Zustand niedriger Energie — Spins gleich ausgerichtet
— hohe Magnetisierung

o ' — o0
— Zustand hoher Energie — Spins zufillig ausgerichtet
— keine Magnetisierung

Unter einer bestimmten Temperatur stellt sich auch ohne Anderung eines dufie-
ren Magnetfeldes eine spontane Magnetisierung ein.

Molekularfeldnéherung:
Approximation des Ising Modells durch Vernachlissigung der Spinfluktuationen
S;— < 5; >. Damit kann man den Spin-Wechselwirkungs-Term umschreiben:

S;S; = (Si—m~+m)(S;—m+m) = m*+m(S;—m)+m(S;—m)+(S;i—m)(S; —m)

wobei m = %(va S;) die mittlere Magnetisierung pro Spin ist und der letzte
Term damit von der Gestalt (S;— < S >)(S;— < S >) ist und in der MFN
vernachléssigt wird. Mit der Definition i =J ".z=J, wobei z die Anzahl
der néchsten Nachbarn ist, erhalten wir folgenden Hamiltonian,

1
HJWFN = §NJm2 — (Jm+uBo)ZSZ

und Zustandssumme:

_ g NJm? )
Z =eF7 D51 28y ef(Im+uBo) 3, Si

N
_aNJm?2 6(Jm+uB0)S)
=e P73 (ZS=i1 e

NJIm? N
=e P73 (2 cosh(B(Jm + uBO))>
Damit erhalten wir fiir die freie Energie und Magnetisierung pro Spin folgendes:

g=—yginZ=—5Jm* - Zln (2 cosh(B(Jm + ,LLBO)))
=~ (%) = tanh(B(Jm + o))

Legt man nun kein magnetisches Feld By an, so hat man eine implizite Bestim-
mungsgleichung fiir die Magnetsisierung

tanh(8Jm) = m

die grafisch diskutiert werden kann. Man findet Losungen m # 0 wenn die
Anfangssteigung der linken Seite der Gleichung grofler 1 ist. Fiir die kritische



. ., O(tanh(BJm)) _
Temperatur gilt somit =—5 > = 1.

Graphische Besti mmung der Wagneti sierng
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Man findet also einen Phaseniibergang unabhéingig von der Gitterdimension.
Die folgende exakte Losung des eindimensionalen Isingmodells widerspricht dem,
ist jedoch typisch fiir alle klassischen Theorien (Bsp: Landau-Theorie).



Kapitel 2

Losungen des Ising Modells

2.1 Lo6sung fiir d =1

Die Hamilton-Funktion in einer Dimension lautet:
N N
H=- Z Jii+18:Si+1 — uBo Z Si
i=1 i=1

Annahmen:
e periodische Randbedingungen, Syy1 = 51
e Translationsinvarianz, J; j41 = J

Abkiirzung: K = gJ, h = uBg

Die Energie des Systems ist nun gegeben durch:
N N
E = *JZSZ'SHJ — /LBQ ZSl
i=1 i=1

Die Magnetisierung entspricht dem Erwartungswert des magnetischen Moments
an einem Gitterplatz:
M =<5 >

Es gibt 2V mdgliche Spinzusténde. Die Zustandssumme lautet:

7 = § E § eﬁ(KZle SiSi,i+1+%hZ£V:1 Si+Sii+1)

S1 S2 SN



Die Zustandssumme wird mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methode berechnet:

Finde Matrix T mit fogenden Eigenschaften:
< S¢|T|SZ i+1 >= eKSiS'i,iJrl+%(Si+siyi+1)
also:
< 1|T[1 >=eKTh
< —llT‘ —1>= eK_h

<1T|-1>=< 1Tl >=¢ ¥

wobei :

1 0
Si—+1>—(0>, ISi—_1>—(1)

Die Matrix muss also wie folgt aussehen:

K+h K
T = K _K-n Transfer-Matrix
e elt—h

Damit 148t sich die Zustandssumme neu schreiben:

Z = 251 ZSQ . "ZSN < Sl|T|SQ >< S2|T|S‘3 > ... < SN_1|T|SN >< SN|T‘S1 >
= ZSl < Sl‘TN|Sl >
=SpT¥V

Wegen der Vollstandigkeit der Spinzustdnde kann obere Vereinfachung vorge-
nommen werden. Die Spur ist Darstellungsunabhéngig. T ist in ihrer Eigenbasis
diagonal. Aus det(T — A1) = 0, erhélt man folgende Eigenwerte:

At = ef(cosh h &+ V/sinh? h + e—4K)

Daraus folgt:
SpTV =AY + AN =Z

Fiir den Fall By = 0 gilt:
Ay =l +e7 K
Z = 2N cosh™ (K) + 2V sinh™ (K) = 2V cosh™ (K)(1 + tanh’™ (K)) RE=Sp L cosh™ (K)
F=—kpTnZ "Z2" “NkpTn (2cosh(3.J))

Dabei wurde verwendet, dass )\f im thermodynamischen Limes viel grofler ist
als AV,



Fiir die Magnetisierung mit Magnetfeld gilt:

M= 2 (S nse

1'%
— (L mz
ﬁ(aBo nZz)
Nz}l N 8A+
B+ 0B
sinh(8uBo)

\/cosh®(BuBy) — 26207 sinh(26.7)

Folgende Abbidlung zeigt die Magnetisierung in Abhéngigkeit vom Magnetfeld.
Die Magnetisierung verschwindet fiir alle Temperaturen wenn kein Magnetfeld
vorhanden ist. Fiir sehr grosse Magnetfelder séttigt sie.

Erkenntnis:

e magnetisches Moment verschwindet fiir alle endlichen Temperaturen wenn
B() = 0

e es gibt keinen Phaseniibergang fiir das eindimensionale Isingmodell fur
T>0

Fiir T = 0 kann obere Approximation nicht mehr verwendet werden, da gilt:

Ay
lim — =1
Tlglo Al



Mann kann zeigen, dafl bei By = T = 0 ein Phaseniibergang liegt (Korrela-
tionslédnge geht gegen unendlich), und eine spontane Magnetisierung existiert.
Kritische Exponenten:

2.2 Losung fiir d = 2

Wihrend das eindimensionale Modell noch relativ leicht zu 16sen war, und des-
halb hier detailliert beschrieben wurde, ist das zweidimensionale hchst nicht-
trivial. Es wird auf eine genau Losung verzichtet. Tatséchlich ist das einzige
Problem die Diagonalisierung einer 2V x 2V - Matrix (wieder Transfer-Matrix-
Methode). Eine Loésung wird nur ohne vorhandenes Magnetfeld gefunden.

Hamiltonian:
H=—JY (8i;Sit1,;+S8i3Si41) —pBo Y Si
(1.9) (2%
Dabei geben die Indizes der Spins deren Punkt im Gitter an. Dies schreiben wir
kiirzer

H = i (E(uj,uj-H) + E(ﬂj))
j=1

wobei
N
E(pj, i) =—Y_ S8i;Six
=
E(p;) =—J» SiiSi1;—pBoY S
i=1 g
1 ={S1j,.--.5N,;}

Damit bestimmen wir analog zum eindimensionalen Fall eine Transfer-Matrix
T, mit Matrixelementen:

—ﬁ(E' i)+ E (5 )
< ,Uz]|T|,U/k S— ¢ (ks mie) (kj)

Dies ist eine 2%V x 2 - Matrix, die es wie erwahnt zu diagonalisieren gilt. Analog
zum d = 1 Fall gilt:
Z=SpTV

Diesen Schritt kann man sich zum Beispiel in [7] genauer anschauen. Im Folgen-
den werden nur die Endresultate betrachtet.

Fiir die freie Energie pro Spin f = limy_, %(—kBTln Z) erhilt man

f=—kpTh (2 cosh(QBJ)) - ]%T " dgIn % <1 /1 — K2sin? ¢>

0



2
mit K = cosh (2737 coth(25.) und demnach fiir die Magnetisierung:

L= sinh~4(268J))% T < T¢
N 0 T >Te

Fiir den kritischen Exponenten [ gilt also § = %. Als Bedingung fiir die kritische
Temperatur erhdlt man:

2tanh?(23.J) = 1, also kpTc ~ 2.269185 - J

In der Ndhe von T' = T erkennt man eine logarithmische Divergenz der spezi-
fischen Warme.

e (2)(-m(i- ) em (B - (147)

Damit ist der kritische Exponent oo = 0.

Fazit:
e es existiert ein Phaseniibergang zweiter Ordnung

e auch ohne vorhandenes Magnetfeld hat der Ising Ferromagnet eine spon-
tane Magnetisierung wenn 7' < T

2.3 Losung fiir d =3
Das dreidimensionale Modell kann bis heute nicht exakt analytisch gelost wer-
den. Approximationen und Monte Carlo Simulationen liefern jedoch iiberzeugen-

de Resultate. Man erwartet von der analytisch exakten Losung keine weiteren
Informationen mehr.

Das dreidimensionale Ising Modell zeigt Phaseniibergénge.

10



Kapitel 3

Monte Carlo Simulation

Im Folgenden soll gezeigt werden wie man durch sogenannte Monte Carlo Si-
mulationen das Ising Modell simuliert.

Gesucht sei der Erwartungswert < A >.

<A>= szAz , wobei

7
B e PE:
bi = ZJ eﬂEi )

FE; Energie im Zustand i

Boltzmann Wahrscheinlichkeitsverteilung

Anstatt iiber alle Zustédnde zu summieren, greift man nur einige zufillige Zustén-
de auf, deren Wahrscheinlichkeit idealerweise natiirlich der Boltzmannverteilung
entspricht (importance sampling).

1 N
<A>ew= ;A(i)

N entspricht hierbei der Anzahl der Iterationen in der Computersimulation.
o P(A,t) sei die Wahrscheinlichkeit der Konfiguration A zur Zeit ¢

e W(A — B) sei Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dafl die Konfiguration
von A nach B wechselt

Damit gilt:
P(At+1) = P(A4,0)+ Y (W(B — A)P(B,t) — W(A — B)P(A,t))
B

und fiir groBle ¢ ist dir willkiirliche Anfangskonfiguration vergessen, P(A,t) —

p(A).

Eine Bedingung fiir eine zeitunabhingige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist:

W(A — B)P(A,t) =W (B — A)P(B,t) (detailed balance)

11



und somit gilt:

W (A — B) _ p(B) _ e~ BE(B) _ soE

W(B—A) p(A) e BEA

Eine Realisierung einer solchen Boltzmannverteilung bietet der Metropolis Al-
gorithmus [4].

e PE . §E >0
1 :0E <0

W(A— B)= {
Der Pseudocode eines Programms kénnte nun wie folgt aussehen:
e Gehe alle Gitterplatze durch
e Berechne §F fiir Spinflip (Niichste Nachbarn anschauen)

—O0FE
e Wenn §F < 0 flip, ansonsten nur wenn Zufallszahl kleiner e*sT

e Spins aufsummieren, dies entspricht der Magnetisierung (nach geniigend
vielen Iterationen (N?3))

12



Kapitel 4

Anwendungen

e Spingléser [8]

— Betrifft: magnetische Legierungen (Bsp.: Auj_,Fe,)
— Beobachtungen:
* keine spontane Magnetisierung
x gzufilliges Einfrieren der Spins unterhalb kritischer Temperatur

* Remanenz nach kurzen Einschalten eines externen Magnetfelds,
die sehr langsam relaxiert

— Modell:

* Unordnung und Konkurrenz der magnetischen Wechselwirkung
« Hamilton: H = — ) J;;5;S; — B Y S;, wobei die J;; zuféllige,
symmetrisch um 0 verteilte Kopplung darstellt

13



e Spingldser: Optimierung und Gedéchtnis [8]

— Traveling Salesman Problem:
* "Aufheizen” des Systems, Wegstrecken bekommen gleiche Ge-
wichtung

x 7Abkiihlen” des Systems, Zustand niedrigster Energie stellt sich
ein, der ideale Weg?

— Gedéchtnis:
* Modell:
S; +—— Neuron i
S;i=1 +«— Neuron i sendet Impuls
S; = —1 «— Neuron i sendet keinen Impuls
Jii +—— erregende und hemmende Synapsen
By «—— Potential einer sensorischen Nervenzelle

x einige Eigenschaften
- Fahigkeit spontane Information zu speichern

- Information wird nach Inhalt zuriickgerufen, nicht nach Ad-
dresse, daher schneller als im Computer

- h#ufige Information wird stéiirker gespeichert (Langzeitgedécht-
nis)
- Relaxation wenig oft erhaltener Information (Kurzzeitgediicht-
nis)
e Ghetto Formationen [5]

|S=+1> «— immigrant

|[S=-1> «— native
kT «—— social temperature
m +—— coexistence

e Social phase transition [6]

H < global trend, world wide fashion
0F «— possible mind change
S; «— opinion

e weitere Anwendungen

— Quantum Game Theory

— duopoly markets

14
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